





The surface area of a sphere is obtained by elementary mathematics. The method is due to
Archimedes. Also the Basel problem is solved by an elementary method due to Wästland. These
results are expected to be used in mathematics education as themes of exploratory activities at high-
school.

















































































半径 r の円周を 2n 等分する点を結んでできる











各 k（0 ≦ k ≦ n）に対し、頂点Ak を直径A0An に
関して折り返した点を Bk とし、弦AkBk、AkBk−1
と直径 A0An との交点をそれぞれ Mk、Lk とする
（図 2）と*1、円周角定理より
∠Ak−1Bk−1Ak = ∠Bk−1AkBk = ∠A0AnA1




























*1 ただし、M0 = L0 = A0 = B0, Mn = Ln = An = Bn
とする。
円周角定理から球面の面積や平方数の逆数和へ －探究的な数学的活動のために－
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(2π ·Mk−1Ak−1 + 2π ·MkAk) Ak−1Ak
2
= π (Mk−1Bk−1 +MkAk) Ak−1Ak




= π ·Mk−1Mk ·AnA1
よって、回転体の表面積 Sn は


















最後に n → ∞ とすると、A1 → A0 より
A1An → A0An = 2 r となるので、
lim
n→∞
Sn = π lim
n→∞
A0An ·AnA1













































































































y = x2 (−π ≤ x ≤ π)














て、BC = a, CA = b, AB = c とおくと、a2+ b2 =
c2 が成り立つ（三平方の定理）。一方、直角の頂点
Cから斜辺 ABに下した垂線の足を Hとし、CHの













これより、直角三角形 ABCの各頂点 A, B, Cから



































































はじめに、xy 平面上の点 (0, a) を中心とし、原
点 O(0, 0)を通る半径 aの円を図 6のように描く。
また、原点を通る直径を引き、円とのもう一方の交





次に、点 A∞ を中心として原点を通る半径 2 aの
円を描き、点 A∞ で第 1 の円に引いた接線が第 2





図 7 第 2の円
た、この円の原点を通る直径を引き、円とのもう一
方の交点を B∞(0, 4 a) とする。
さらに、点 B∞ を中心として原点を通る半径 4 a
の円を描き、点 B∞ と点 B1、点 B∞ と点 B2 をそ
れぞれ結ぶ直線がこの円と交わる点を図 8のように
C1, · · · , C4 とする。また、この円の原点を通る直






その円の半径は 8 aである。点 C∞ と第 3の円の周
上にとった点 C1、C2、C3、C4 とをそれぞれ結ぶ直























図 9 第 4の円
とのもう一方の交点を D∞(0, 16 a) とする。
こうして、原点を通り、y 軸上の正の部分に中心
をもつ半径 a, 2 a, 4 a, 8 a, · · · の円が描かれ、それ















次に、図 7において、B1B2 は点 A∞ において第






あり、点 A∞ は直角の頂点 O から斜辺 B1B2 に引
いた垂線の足であるので、逆三平方の定理により、
点 A∞ に置いた光源を廃止し、その代わりに同じ
光度の光源を 2 つの点 B1, B2 に置いても点 O に
おける照度は変わらない。（図 7 において、黒丸は
その位置に光源を置くことを示している。）
次の図 8において、(1) OB∞ は第 2の円の直径
であるので、その上の円周角 ∠B∞B1Oは直角であ
る。よって、C1C3とOB1は直交する。また、C1C3
は第 3 の円の直径であるので、∠C1OC3 は直角で
ある。従って、△C1C3O は直角三角形であり、点
B1 は直角の頂点O から斜辺 C1C3 に引いた垂線の
足であるので、逆三平方の定理により、点 B1 に置
いた光源を廃止し、その代わりに同じ光度の光源を
2つの点 C1, C3 に置いても点 O における照度は変
わらない。(2) まったく同様のことが △C2C4O に
ついてもいえる。すなわち、△C2C4O も直角三角
形であり、その斜辺 C2C4 上の点 B2 はその直角の
頂点 O から斜辺に引いた垂線の足であるので、逆
三平方の定理により、点 B2 に置いた光源を廃止し、
その代わりに同じ光度の光源を 2つの点 C2, C4 に
置いても点 O における照度は変わらない。
以上の 2つの光源の置き換え (1), (2)を合わせる
と、結局、点 B1 と点 B2 に置いた光源を廃止し、
その代わりに同じ光度の光源を 4 つの点 C1, C3,
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の 4つの三角形、△D1D5O, △D2D6O, △D3D7O,
△D4D8O はいずれも点Oを直角の頂点とする直角
三角形であり、4 つの点 C1, C2, C3, C4 はそれぞ
れの直角三角形において直角の頂点 O から斜辺に
引いた垂線の足となっており、さらに、逆三平方の
定理により、4 つの点 C1, C2, C3, C4 に置いた光
源を廃止し、その代わりに同じ光度の光源を 8つの
点 D1, D5, D2, D6, D3, D7, D4, D8 に置いても点
O における照度は変わらない。（図 9において、黒
丸はその位置に光源を置くことを示している。）
ここで、第 4 の円周上の 8 つの光源の位
置 D1, D2, · · · , D8 が等間隔に並んでいるこ
とを示しておこう（図 9）。それには、これら
の点によって区切られる各弧に対する中心角
∠D1C∞D2, · · · , ∠D7C∞D8 がすべて 45◦ である
ことを示せばよい。なお、図 7, 8 から明らかなよ
うに、対応する事実は第 2 の円周上の 2 点 B1, B2
や、第 3の円周上の 4点 C1, C2 C3 C4 についても
成り立っている。とくに、第 3の円において中心角






は中心角の半分なので、これは 90◦ ÷ 2 = 45◦ であ
る。同じことは中心角 ∠D7C∞D8 についてもいえ
る。中心角 ∠D2C∞D3 は第 3の円に内接する四角
形 C2C∞C3Oの外角であるから、内対角 ∠C2OC3
に等しく、これは中心角 ∠C2B∞C3 の半分なの




∠D4C∞D5 は第 3の円における円周角 ∠C1C∞C4
の対頂角である。







と、それは第 1の円の円周 2π aに等しいことに注
意しておこう。
この操作で次々と描かれる第 n の円にお
いて、原点 O に隣接する左右それぞれ N
個の光源の位置を P1, P2, · · · , PN、および、



















これらの点の x軸上の行先、原点 Oの左右 N 個
ずつの点は、互いに 2π aずつ離れていることがわ
かる。すなわち、その距離はもともとの円周に沿っ
た弧長に等しい。それらの点を Q1, Q2, · · · , QN、
および、Q2n−1 , Q2n−1−1, · · · , Q2n−1−N+1 で表す
と、原点 Oは 2点 Q1 と Q2n−1 を結ぶ線分の中点
になるので、これらの点の x軸上の座標は
±(2 k − 1)π a













(2 k − 1)2
で表される。
上記の作図の各段階での原点の照度の不変性によ
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